FUNGSI EKSPONEN, TRIGONOMETRI DAN HYPERBOLIK

BAB |
FUNGSI EKSPONEN

Definisi
Fungsi eksponen adalah fungsi f yang menentukan z ke e*. Rumusnya ialah f(z) = e*.
Fungsi eksponen dengan peubah bebas z =x + yi (x dan y bilangan real) adalah e* = e*
(cosy+isiny).
Dari definisi ini, jika :
% y=0maka e’ = e’ merupakan fungsi eksponen real
» x = 0 maka e = cosy + i siny yng kita kenal sebagai rumus Euler dan
kebenaranya dapat diperiksa melalui deret Maclaurin untuk e, dengan mengganti
z dengan ly.

X/

Turunan fungsi f(z) =e* didapat sebagai berikut :
f(z)=e*= e* (cosy+isiny)

bagian real dan imaginer berturut-turut :
% u(xy)=e"cosy
% V(Xy) =e*siny

fungsi u, v, u,, u,,
persamaan Cauchy Rieman dipenuhi dengan demikian diperoleh :
f(z)= u, +iv,
f(z)= e* cosy+ie”siny, berarti:
dieZ = e*, ada untuk setiap z pada bidang z
Jadi f(z) = e* merupakan fungsi yang menyeluruh . sifat-sifat fungsi eksponen
merupakan teorema-teorema ringan yang boleh dijadikan rumus.

V,,Vv, adalah fungsi yang kontiniu untuk setiap x dan y dan

Contoh ;
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan e®**% =1

Jawab :
Misalkan ; z=x+yi — 2z —1=(2x-1)+2yi
(22D _
e =1
e® ™ (cos 2y + i sin 2y) + 1 (cos 0° + i sin 0°)

Dengan menggunakan kesamaan dua bilangan kompleks dalam bentuk polar, diperoleh :

e2x—1 :l:eO
2x—1=0
1
X= =
2
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cos 2y = cos 0° dan sin 2y = sin 0° didapat y = k r, k bilangan bulat, memenuhi dua
persamaan tersebut. Maka nilai z yang memenuhi persmaan ialah :
z=XxX+yi

z= % + k 7 i, k bilangan bulat
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Definisi yang akn diberikan cukup konsisten dengan rumus Euler
e” =cosy +sin iy

e¥=cosy—isiny

Dengan menjumlahkan dn mengurangkan kedua rumus tersebut diperoleh :

e +eV

cosy= ———
2

siny = e
2i

jika z suatu bilangan kompleks, maka cos z dan sin z juga suatu bilangan kompleks,
sehingga didefinisikan ;

Definisi 1
iy +e—iy
cosz=
2
. Y _eV
sinz = -
21

fungsi h (z) e” dan H(z) = e masing-masing merupakan fungsi yang menyeluruh.
Dengan demikian kombinasinya (jumlah dan selisih) merupakan fungsi yang menyeluruh.

Dari definisi diperoleh :
f(z) = cos z dan g(z) =sin z
Merupakan fungsi yang menyeluruh atau analitik pada setiap titik dibidang —z

Definisi 2
Empat bentuk fungsi trigonometri lain didefinisikan sebagai berikut ;
sin z
> tanz=——
COS Z
COS Z
> cotz= (_J—
sin z
1
> secz= ——
COS Z
1
» CSCZ= ——
sin z
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dari definisi tersebut, maka fungsi f1(z) = tan z dan f(z) = sec z, analitik pada setiap
titik z di bidang z dengan cos z #0, sedangkan fungsi gi(z) = cot z dan g»(z) = csc z,
analitik pada setiap titik z di bidang z, dengan sinz # 0.
Contoh :

Jabarkan dan sederhanakan cos (E 4 aj

Jawab :

T T . T .
cos | = +a|=cos > cosa—sin = sina
(4 j 4 4
1 1~
—E\/Ecosa-zx/i sina

CcoS (%+aj = %\/5 (cosa—sin a)

BAB Il1
FUNGSI HYPERBOLIK

Fungsi hyperbolik didefinisikan sebagai kombinasi dari fungsi eksponen, seperti
berikut :

Definisi 1
Fungsi sinus hyperbolik dan cosinus hyperbolik adalah
Sinhz = € *€
coshz= S —°
Definisi 2
Empat fungsi hyperbolik lain didefinisikan seperti pada fungsi trigonometri :
sinh z
» tanhz=
cosh z
» cothz= C(_)Sh £
sinh z
1
» sechz=
cosh z
1
» cschz=—
sinh z

fungsi f1(z) = tanh z, f,(z) = sech z analitik disetiap titik pada bidang —z kecuali
untuk cosh z = 0, sedangkan fungsi g1(z) = coth z, g»(z) = csch z analitik disetiap titik pada
bidang -z, kecuali sinh z = 0.
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Contoh :
Carilah turunan pertama dari fungsi hyperbolik f(x) = sinh (3x)

Jawab :
f(x) =sinh 3x) =  f* (x) = cosh (3x) . (3)
= 3 cosh (3x)
Jadi f(x) = sinh (3x) maka f* (x) = cosh (3x)
BAB IV
TEOREMA
A. Teorema I
Beberapa sifat fungsi eksponen
1). e* =0
Bukti :
Dengan kontradiksi, jika z = x + yi, andaikan e* = 0
e* cosy +ie*siny=0, berarti e cos y = 0 dan &* sin y = 0, dari fungsi real telah
diketahui €* > 0, yaitu tidak nol, maka haruslah cos y = 0 dan sin y = 0. tidak ada y
yang bersamaan memenuhi kedua persamaan tersebut. Berarti tak ada z = x + vi,
pengandian salah maka ex # 0.
2. ¢ =1
bukti :
=1
z=x+yi=0 < x=0dany=0
e®=e%(cos 0%+ 1sin0%  (terbukti)
3). e e” =gh'®
Bukti :
Misalkan z, =x, +iy, dan z, =X, +1y,. Maka :
e*.e” = e"(cosy, +isiny,) . .e*(cosy, +isiny,)
= e (cos(y, +Y,) +isin(y, +Y,))
— e(X1+X2)+(Y1+y2)2
— e(X1+Y1)i+(Xz+y2)2
ehe” = eh'® (terbukti)
4). ez e "
e 2
Bukti

e e (cosy, —isiny,)

e (cosy, —isiny,)

e™ ™ [cos(y, — y,) +isin(y, - y,)]

e(xl—x2)+(y1—y2)i

— e(xl—yzi)+(x1—y2)i
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= e" % (terbukti)

5). e = &
Bukti :
Misalkanz=x+yi maka z=x-vyi

e? = e*[(cos(~y) +isin(-y)]
= e*[(cos y —isin y)]
of = gl
6). e = e?2" Kk bilangan bulat
Bukti :

Misalkan z = x + yi
ez+2kzzi — e+(y+2k7zi)i

e*[cos(y + 2kz) +isin(y + 2kr)]
e*(cosy +isiny)
e 27 = o7 (terbukti)

7). Jikaz = x +yi, |e*
Bukti :

Jika z = x +yi maka

=e* danarg (¢) =y

e’|=e* danarg (e’) =y

z

e’ = e*(cosy+isiny) dibaca sebagai bentuk polar dari e*,

jelas le’|=e* danarg (e?) =y (terbukti)

B. Teorema 2
» Teorema 2.1
Turunan fungsi trigonometri :

d .
1. —sinz =cosz
d

z

d :
2. —C0SZ =-Sinz

z

3. itan 7 =sec’z

z

4. dicotz =-csc? z

z

5. disecz =secztanz

z

6. dicscz =-CcSczcotz

z
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-) Bukti Teorema No.1

d . dfe*-e™
—sinz = —| ———
d d 2i

z z

e +ie™
2

o e|Z +e*|Z
-

disin z =cosz (terbukti)

z

-) Bukti Teorema No.2

d d(e?+e™

—C0Sz = —|——

d d 2

ie'? +ie ™"
2

_eiz +e—iz
2

z z

i(:os z =-sinz (terbukti)

z

» Teorema 2.2
Sifat — sifat trigonometri :
1. sinz=0 < z=k =, k bilangan bulat

cosz=0< z =%+ kz , k bilangan bulat

sin(-z) =-sinz

cos (-z) =cos z

sinz+cos’z=1

Sin (z1 + Z) = sin z; €OS Z, + COS 23 SiN Z;
COS (Z1 + Z2) = COS 21 COS Z3 - Sin Z; Sin Z;
sin2z=2sinzcos z

C0s 2z = c0s* Z + sin®

10. sin (g - zj =C0SZ

©I o Nl Olf s Col D

-) Bukti Teorema No.2

Jika cos z = 0 maka %(eiZ +e ) =0
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apabila z = x + yi, maka e """ =1
e (cos 2x +isin 2x) = 1(cos 7z + isin )

Dengan demikian didapat :
e? =1, cos2x=cosz, sin2x=sinz

Nilai yang memenuhi ialah :

y =0 dan x=%+ k7, k bilangan bulat

jadiz=x+yi = % +kz (terbukti)

-) bukti Teorema No.6
Sin z; cos z, + €0S z; Sin Z,

= |:21 (ei21 _eizl)_%(eizz +efizz ):|+|:% (eizl _i_eizl).%(eiz2
I |
= i.[zei(zﬁzz) _ ze—i(21+zz)]
4i

_ i[ei(zﬁzz) gt |
2i
Sin z; oS z, + €0S z3 SiN Z;=in ( 21 + 25)

-) bukti Teorema No.8
Sin 2z =sin (z + 2)
=sinzcosi+ coszsinz
Sin2z =2sinzcosz ( terbukti)

B. TEOREMA3
» Teorema 3.1
Turunan fungsi hyperbolik :

1. disinh Z =cosh z

X

2. dicoshz = sinh z

X

3. ditanh 7 =sech?z

4, dicoth 7 =-csch? z

X

5. disech z =sech ztanh z

X

6. d—cschz =-csch z coth z

X

_ e—iz2 )j|
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Bukti Teorema No. 1

X

d . _d(e*-e"*
—sinhz = —
d d 2

X
e +e”’
2

isinh Z =coshz

X

Bukti Teorema No.2

d _d(e"+e’
—coshz= —
d d

2

icosh Z = sinhz

X

Bukti Teorema No.3

d

X

X

d,

_d(e*+e°

- I(ez +e‘zj
_(ef+et)et+ef)—(ef —e ) (ef —e )
- (e* +e7)?

cosh z

—tanhz = i[smhzj
d

4

(eZ +e* )2

ditanh z =sech’ z (terbukti)

» Teorema 3.2
Sifat — sifat fungsi hyperbolik ;

1.

O GOl IR 0N GOl D

sinhz=0 < z =k i, k bilangan bulat
coshz=0 < z =%+ kz 1, k bilangan bulat
sin (-z) = - sinh z

cos (-z) = cosh z

cosh?z +sinh®z =1

sinh (z1 + 22) = sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z,
cosh (z1 + 22) = cosh z; cosh z; - sinh z; sinh z;
sinh 2z = 2 sinh z cosh z

cosh 2z = cosh? z + sinh? z
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Bukti Teorema No.6
Sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z»

1 izy  A-ig 1 iz, —iz, 1 iz, —izy 1 iz,  A-iZ;
{E(e e ).Z(e +e )}{2(6 +e ).2(e e )}

— %[zei(zlJrZz) _ 2e—i(zl+zz)]

— i[ei(zlJrZz) _ efi(ZlJrZZ)]
2

Sinh z; cosh z, + cosh z; sinh z; = sinh (z1 + z,)  (tebukti)

Bukti Teorema No.8
Sinh 2z = sinh (z + z)

=sinh z cosh i + cosh z sinh z
Sinh 2z = 2 sinh z cosh z (terbukti)

» Teorema 3.3
Jika z = x + yi maka
1. cosz =cos (x +yi)=cos x coshy—isin xsinhy
2. sinz =sin (x + yi) =sin x cosh y + i sin cos x sinh y

akibat :

cos(iy) = cosh y
sin (iy) = isinhy
Bukti 1.

COS Z = CO0S (X + yl) = %(eix—y + e—ix+y)

= ie'y.eix+ 1ey.eiX
2 2

=% e” (cos X + i sin x) + %ey(cosx—isinx)

€0s Z = cos X cosh y — i sin x sinh 'y (terbukti)

» Teorema 3.4
1. sin(iz) =isinz
2. sin(iz) =isinh z
3. cosh (iz) =cos z
4. cos (iz) = cosh z

Bukti 2

sin (iz) = —i(ez'z —e‘z'z)
- Lo -e)
=i %(eZ —e’z)

sin (iz) =isinz  (terbukti)
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» Teorema 3.5
Jika z = x + yi maka
1. sinhz =sinh x cosy + icosh x siny
2. €0sz=coshxcosy +isinhxsiny
Bukti No. 1
sinh z = sin (X + yi)

- %(em—yi _e—x—yi) = %ex.eyi _%e—x.e—yi

%ex(cos y +isin y)—%e‘x(cos y—isiny)

= %(eX —eX)coseri%(eX +e7)siny

sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y (terbukti)
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LATIHAN SOAL

=

tentukan nilai z yang memenuhi persamaan e” = -i
2. a). Hitung nilai dari cos (-120°)

b). Buktikan (sin A + cos A)>—2sin Acos A=1
3. Carilah f*(x) dari tiap fungsi f(x) berikut :
a). f(x) = tanh (sin x)
b). f(x) = x sinh x
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PENYELESAIAN

1. tentukan nilai z yang memenuhi persamaan e” = -i
Jawab :
Misalkan z = x + yi
e =-i
e’ (cosy + isin y) = 0 —i, maka
e’ cos y = 0 dan €’ sin y= -i

Dari persamaan pertama cos y = 0, karena e =0 diperoleh y=%+ k7, k bilangan

bulat. Apabila kedua persamaan dikuadratkan kemudian dijumlahkan, maka
(€)%= -i dane’= +1

jawab yang memenuhi hanya mungkin e” = -i berartix =0
untuk x = 0, persamaan kedua menjadi sin y = -1, menghasilkan y = 4 2k, K bilangan

bulat.

Dari dua nilai yang diperoleh , yang memenuhi adalah y=—%+2k;z, k bilangan bilat,

sehingga nilai z memenuhi persamaan adalah z =0 + (—% +2k7)i = (—% + 2k7)i .

2. a) cos (-120°) = cos 120°
cos (180 -60)°
-cos 60°

1

2
b). (sin A + cos A)> —2sin Acos A=1
Bukti :
(sin A + cos A)? — 2 sin A cos A
Sin? A + 2 sin A cos A + cos® A — 2 sin A cos A
Sin® A + cos® A

(I T |
N N

1 (terbukti)
3. a). f(x) = tanh (sin x)
Misalkan u = sin x dan u* = cos = x
F(x) = tanu = f(x) = sech®u . u’
= sech? (sin x) . (cos X)
f1(x) = cos x sech? (sin x)
b). f(x) = x sin x

misalkanu = x V = sinh X
ut=1, v! = cosh x
fx)=u.v=ff(x)=u.v+u.v
= (1)(sinh x) + (x)(cosh x)

f1(x) = sinh x + x cosh x
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RANGKUMAN
Fungsi eksponen
z=x+Yyi

e’ =e* (cosy+isiny).

Fungsi trigonometri

eV +e™" sin z 1
co0Sz= ——— tanz= —— secz= ——
2 COS Z COS Z
. eV —e™ CoS Z
sinz= ———— cotz= —— cscz= ——
2l sin z sin z

Fungsi Hiperbolik

Sinhz = € *€ tanh z = sl o sechz =
cosh z cosh z
el —e’ shz
coshz = cothz = c<_3 cschz = —
sinh z sinh z
Turunan fungsi Eksponen
d
—(e7)=¢’
d,
Turunan Fungsi Trigonometri
1. disinz = C0S Z 3. itanz =sec’ z 5. isecz =secztanz
Z Z Z
d : d 2 d
2. d—cosz =-Sinz 4.d—cotz =-CSC°Z 6.d—cscz =-csczcotz

z z z

Turunan fungsi hyperbolik :

1. disinh Z =cosh z

X

2. dicoshz = sinh z

X

3. ditanh 7 =sech?z

4, dicoth 7 =-csch? z

X

5. disech z =sech ztanh z

X

6. dicschz =-csch z coth z

X
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